ÑÖÔØNG THAÚNG PASCAL - ÖÙNG DUÏNG - PHAÙT TRIEÅN

Lê Hữu Dũng

Trường THPT chuyên Lê Quý Đôn, TP Đà Nẵng 

====================
     Ñònh lí Pascal veà hình luïc giaùc noäi tieáp  laø ñònh lí cô baûn cuûa lyù thuyeát thieát dieän conic do Blaise Pascal coâng boá vaøo naêm 1640  (luùc oâng môùi 16 tuoåi). Ñoù laø daïng  toång quaùt cuûa ñònh lí Pappus (Hy laïp coå ñaïi). Ñoái ngaãu cuûa noù laø ñònh lí Brianchon (coâng boá naêm 1806 töùc laø gaàn 200 naêm sau ñònh lí Pascal). Baûn thaân Pascal ñaõ suy ra hôn 200 heä  quûa töø  ñònh lí thaàn kì naøy! Trong chuyeân ñeàø naøy ta seõ chöùng minh ñònh lí naøy theo phöông phaùp xaï aûnh, phöông phaùp toïa ñoäâ vaø trình baøy moät soá baøi toùan öùng duïng, môû roäng … 
1)  Khaùi nieäm, kí hieäu:
     Hình luïc giaùc noäi tieáp trong moät ñöôøng conic  öùng vôùi  6 ñieåm naèm baát kì treân conic 1, 2, 3, 4, 5, 6 goïi laø caùc ñænh cuûa luïc giaùc. Caùc ñöôøng noái 12, 23, 34, 56, 61 goïi laø caùc caïnh cuûa luïc  giaùc . Caùc caëp caïnh 12 vaø 45; 23 vaø 56; 34 vaø 61 laø caùc caïnh ñoái dieän  cuûa hình luïc giaùc . Theo ngoân ngöõ  Graph thì moãi luïc giaùc laø moät  xích Hamilton  treân ñoà thò ñuû K6. Töø ñoù öùng vôùi 6 ñieåm treân conic, ta coù (6 - 1)!/2 = 60  luïc giaùc khaùc nhau 
2)  Ñònh lí Pascal : 
     Ba giao ñieåm cuûa caùc caïnh ñoái dieän cuûa hình luïc giaùc noäi tieáp trong moät conic
     naèm treân moät ñöôøng thaúng (goïi laø ñöôøng thaúng Pascal cuûa luïc giaùc )

· Chöùng minh theo phöông phaùp xaï aûnh: 
Trong hình hoïc xaï aûnh, tính chaát neâu trong ñònh lí naøy laø tính chaát  xaï aûnh. Neáu noù ñuùng treân moät  loïai conic thì cuõng ñuùng treân moïi conic khaùc . Vì vaäy ta chæ caàn chöùng minh noù ñuùng vôùi 6 ñieåm A, B, C, D, E, F treân 1 ñöôøng troøn nhö hình veõ beân caïnh : chöùng [image: image64.png]


minh  J, K, L thaúng haøng

      AÙp duïng ñònh lí Menelaus cho 
HK/GK . GC/IC . ID/HD = 1
HA/GA. GB/IB . IJ/HJ = 1
HF/GF . GL/IL . IE/HE = 1
Nhaân 3 ñaúng thöùc treân  ta coù: 

HK/GK . GL/IL . IJ/HJ . (ID.IE/IB.IC) . (HF.HA/HD.HE) .    (GC.GB/GA.GF) = 1.

Caùc thöøa soá trong ngoaëc baèng 1, suy ra:

HK/GK. GL/IL . IJ/HJ = 1

Do ñoù  K, J, L thaúng haøng (theo ñònh lí Menelaus  ñaûo)
* Bình luaän:  Chöùng minh treân phuï thuoäc vaøo hình veõ vaø  phaûi döïa treân khaùi nieäm maët phaúng xaï aûnh vaø aùnh xaï xaï aûnh - moät lí thuyeát ngoaøi chöông trình phoå thoâng. Döôùi  ñaây laø moät caùch chöùng minh thuaàn tuùy ñaïi soá (chæ döïa hoøan toøan vaøo kieán thöùc toaùn trong tröôøng phoå thoâng) 

* Chöùng minh baèng phöông phaùp toïa ñoä : 

Goïi (S):  F(x, y)  = 
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 laø moät ñöôøng conic (ñöôøng cong baäc 2) trong heä maët phaúng toïa ñoä Oxy vaø 1, 2, 3, 4, 5, 6 laø 6 ñænh cuûa luïc giaùc noäi tieáp trong conic (S) nhö hình beân . Ta chöùng  minh caùc ñieåm M, N, P thaúng haøng
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Ñaët phöông trình caùc ñöôøng thaúng noái ñieåm i vaø  j  laø  
[image: image2.wmf]0

)

,

(

=

+

+

=

j

i

j

i

j

i

j

i

C

y

B

x

A

y

x

a


Xeùt  ñöôøng cong baäc ba:

  (C): 
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Deã thaáy (C) caét (S) taïi 6 ñieåm 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Baây giôø  neáu choïn  
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thì: 

vôùi moïi ñieåm A(x, y) thuoäc (S) : F(x, y ) = 0 
sao cho  
[image: image5.wmf]0

35

16

24

¹

a

a

a

 ta coù  G(x, y) = 0   

Suy ra  G(x, y) chia heát cho F(x, y)

Do ñoù   g(x, y) coù theå phaân tích thaønh daïng  G(x, y) = F(x, y) (Ax + By + C) = 0 töùc laø ñöôøng baäc ba (C) coù theå phaân raõ  thaønh conic (S) vaø ñöôøng thaúng(d): Ax + By  + C = 0

Goïi M, N, P coù toïa ñoä (x, y) laàn löôït laø giao ñieåm cuûa caùc caëp caïnh ñoái  15, 24; 16, 34; 26, 35 thì 
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 suy ra M, N, P thuoäc (C). 

Maët khaùc   M, N, P khoâng thuoäc (S). Do ñoù M, N, P phaûi thuoäc (d), töùc laø M, N, P thaúng haøng treân ñöôøng thaúng (d)

Vaäy ñònh lí  Pascal ñaõ ñöôïc chöùng minh, thuaàn tuùy baèng ñaïi soá !
3) Heä quûa: 
Luïc giaùc noäi tieáp conic coù theå suy bieán thaønh  nguõ giaùc (khi coù  moät caëp  ñænh truøng nhau), hoaëc töù giaùc (khi coù 2 caëp ñænh truøng nhau), hoaëc tam giaùc (khi coù 3 caëp ñænh truøng nhau ). Töø ñoù ta coù theå suy ra tröïc tieáp caùc heä quûa sau:

1)  Neáu  nguõ giaùc 12345 noäi tieáp trong moät conic, caùc caëp ñöôøng thaúng 12, 45; 23, 51;   34 vaø tieáp tuyeán taïi 1 seõ caét nhau theo 3 ñieåm thaúng haøng

2) Neáu  töù giaùc  noäi tieáp trong moät conic, caùc caëp caïnh ñoái dieän cuøng vôùi caùc caëp tieáp tuyeán taiï caùc ñænh ñoái dieän  seõ caét nhau theo 4 ñieåm thaúng haøng

3) Neáu  tam giaùc  noäi tieáp trong moät conic,  caùc tieáp tuyeán taiï caùc ñænh seõ caét caïnh ñoái dieän  theo 3 ñieåm thaúng haøng

4) AÙp duïng ñònh li Pascal khi conic laø caëp ñöôøng thaúng ta coù ñònh lí Pappus: Trong maët phaúng, cho caùc ñieåm 1, 3,  5 thuoäc ñöôøng thaúng  d  vaø caùc ñieåm 2, 4, 6  thuoäc ñöôøng thaúng  d’ . Caùc caëp caïnh 12 vaø 45; 23 vaø 56; 34 vaø 61 caét nhau theo 3 ñieåm thaúng haøng

4)  Ñoái ngaãu: 
    Baèng pheùp ñoái cöïc ñoái vôùi conic, ta suy ra ñònh lí Branchion (ñoái ngaãu cuûa ñònh lí Pascal) nhö sau:  Neáu  6 caïnh cuûa luïc giaùc laø tieáp tuyeán cuûa moät conic thì  caùc ñöôøng thaúng noái 3 caëp ñænh ñoái dieän cuûa luïc giaùc ñoàng quy. 
5)  Vaøi baøi toùan öùng duïng tieâu bieåu:

Baøi toùan 1: 
    Cho 
[image: image7.wmf]D

ABC. Goïi BD, CE vaø BB’, CC’ laàn löôït laø  caùc phaân giaùc,  ñöôøng cao öùùng vôùi ñænh B, C. Ñöôøng troøn noäi tieáp (I) tieáp xuùc AB, AC laàn löôït taïi N, M. 

    Chöùng minh  MN, DE, B’C’ ñoàng quy

Giaûi:
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Goïi hình chieáu cuûa C, B leân BD, CE 

laàn löôït laø P, Q

Deã chöùng minh 
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NMI= 
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A / 2 = 
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ICP suy ra 
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NMI  buø = 
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IMP suy ra 

N, M, P thaúng haøng

Töông töï  M,N, Q thaúng haøng, 

do ñoù M, Q, N, P thaúng haøng

Luïc giaùc BCPB’C’ Q noäi tieáp trong 

ñöôøng troøn ñöôøng kính BC . 

B’C’ 
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 PQ = S,   QC 
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 BC’ = E,  PB
[image: image15.wmf]I

 B’C  = D, neân theo ñònh lí Pascal :

S, E, D thaúng haøng, töùc laø  MN, DE, B’C’ ñoàng quy  taïi Sø 

Baøi toùan 2: 
Cho 
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ABC. Ñöôøng troøn (O) thay ñoåi  qua BC caét AC, AB laàn löôït taïi B’,C’ Goïi  K laø tröïc taâm 
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AB’C’ vaø P = BB’ 
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 CC’ . Chöùng minh  PK qua 1 ñieåm coá ñònh
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Giaûi:  Goïi  tröïc taâm 
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ABC  laø H 

(giao ñieåm cuûa ñöôøng cao BN, CN) 

C’Q, B’P laø ñöôøng cao cuaû 
[image: image20.wmf]D

AB’C’

S laø giao ñieåm cuûa BQ, CP 

Deã daøng chöùng minh ñöôïc  PQ // BC

Pheùp vò töï  taâm S tæ soá  - SQ / SB:

bieán  B thaønh Q, bieán C thaønh P, 

bieán CM  thaønh PB’, bieán BN thaønh QC’

do ñoù bieán  H = CM 
[image: image21.wmf]I

 BN  thaønh  K = PB’ 
[image: image22.wmf]I

 QC’.

Do ñoù H, S, K thaúng haøng                                   (1) 

AÙp duïng ñònh lí Pappus cho  P, C’ B vaø C, B’, Q

naèm treân  AB vaø AC ta coù  K, P, S thaúng haøng   (2)

Töø (1) vaø (2) suy ra  H, P, S, K thaúng haøng, do ñoù  PK qua ñieåm H coá ñònh 

Baøi toùan 3:
    Cho 
[image: image23.wmf]D

ABC noäi tieáp ñöôøng troøn (O). Tieáp tuyeán cuûa (O) taïi A, B caét nhau taïi S. Moät caùt tuyeán quay quanh S caét CA, CB taïi M, N vaø caét (O) taïi P, Q. Chöùng minh (M, N, P, Q) = -1
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Giaûi:
    Veõ tieáp tuyeán ME, MF cuûa (O)  caét SA, SB

 taïi K, L. AÙp duïng  ñònh lí Branchion cho luïc  giaùc 

ngoaïi  tieáp  coù caùc caïnh KE, EM, ML, LB, BS, SK 

ta coù BE, SM,  KL ñoàng quy . 

Töông töï vôùi luïc  giaùc ngoaïi  tieáp  coù caùc caïnh 

MD, DL, SL, SA, AK, KM ta coù  AD, SM, LK ñoàng

 quy . Do ñoù BE, AD, SM ñoàng quy taïi giao ñieåm I 

cuûa SM, KL

AÙp duïng ñònh lí Pascal cho luïc giaùc noäi tieáp ADEEBC 

vôùi  I = AD 
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BE, N’= DE
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BC, M = EE 
[image: image26.wmf]I

 CA 

ta coù  I, N’ , M thaúng haøng

Suy ra N’
[image: image27.wmf]º

 N töùc laø  N thuoäc  ED  

Do ED laø  ñöôøng ñoái cöïc cuûa M ñoái vôùi (O) neân  (M, N, P, Q) = -1

Baøi toùan 4: 
    Cho 4 ñieåm A, B, C, D  thuoäc parabol (P).  Goïi  a, b laàn löôït laø tieáp tuyeán cuûa (P)  taïi A, B vaø M = AC 
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 b,  M’ = BC 
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 a,  N = AD 
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 b ,  N’ = BD 
[image: image31.wmf]I

a. Chöùng minh 

    a)  AB, CD, M’N, N’M ñoàng quy (neáu AB caét CD)

    b)  (O, B, M, N) = (A, O, M’, N’)  

[image: image69.jpg]


Giaûi:

a)  AÙp duïng ñònh lí Pascal cho luïc giaùc noäi tieáp 

CAABBD  vôùi :

 S = AB 
[image: image32.wmf]I

 DC, N’= AA
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BD, M = BB 
[image: image34.wmf]I

 CA 

ta coù  S, N’, M thaúng haøng

Töông töï  xeùt  luïc giaùc noäi tieáp AABBCD vôùi:

S = AB 
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 DC, M’= AA
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BC, N = BB
[image: image37.wmf]I

 DA 

ta coù  S, M’, N thaúng haøng

Do ñoù  AB, MN’,  NM’ ñoàøng quy taïi S

b) Goïi  I = AC 
[image: image38.wmf]I

 SM’. 

Theo ñònh nghóa  tæ soá keùp ta coù:

        (N, B, M, O)  =  (AN, AB, AM, AO)  

= (AN, AS, AI, AM’)  =  (MN, MS, MI, MM’) 

= (MO, MN’, MA, MM’)  =  ( O, N’, A, M’)

Baøi toùan 5:  Qua ñieåm A thuoäc  hyperbol (H)  döïng ñöôøng thaúng m  vaø n song song  caùc tieäm caän .  Ñöôøng thaúng d qua taâm I cuûa (H) caét  (H) taïi B, C vaø caét m, n taïi  M,N . 

    Chöùng minh  (M, N , B, C) = -1

Giaûi:
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Goïi  D, E laø 2 ñieåm baát kì thuoäc (H) khaùc A. 

Tieáp tuyeán taïi D, E cuûa (H) caét nhau taïi S.

ÖÙng vôùi moãi caëp  vò trí cuûa D, E  xeùt ñöôøng 

thaúng d’ qu a S vaø cuøng phöông d,

Goïi   N’ =  AD 
[image: image39.wmf]I

 d’ , M’ = AE 
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 d’ vaø giao

ñieåm cuûa d’ vaø (H) laø B’, C’ 

AÙp duïng ñònh lí  Pascal,  töông töï baøi 3  ta coù

(M’, N’ , B’, C’) = -1                          (1)  

Cho  D, E  daàn tôùi voâ cuøng treân caùc nhaùnh voâ

taän cuûa (H)  sao cho ñöôøng AD  daàn tôùi n,  vaø

ñöôøng  AE  daàn tôùi m 

Khi ñoù   S 
[image: image41.wmf]®

  I ,  d’ 
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 d,   B’
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 B ,  C’
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 C

N’ 
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 N = n 
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 d;  M’ 
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 M = m 
[image: image48.wmf]I

 d;

Do ñoù  (1)  daãn ñeán :     (M, N , B, C) = -1  

TOÙAN ÑEÀ NGHÒ:

Baøi toùan 6:  Cho  A, B, C, D  thuoäc ñöôøng troøn (O). Tieáp tuyeán cuûa (O)  taïi A, D  caét nhau taïi S . Goïi P = AB 
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 CD,  Q = AC 
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 BD. Chöùng minh  S, P, Q thaúng haøng

Baøi toùan 7: Cho töù giaùc  AB C D  Goïi  S = AB 
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 CD,  S’ = BC 
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 AD,  N thuoäc caïnh AD , M thuoäc caïnh  AB,  P = NS 
[image: image53.wmf]I

 MS’, Q = NB 
[image: image54.wmf]I

 DM.  Chöùng minh P, Q, C thaúng haøng

Baøi toùan 8: Cho I, J thuoäc ñöôøng troøn (O).  Laáy  A, B laàn löôït  thuoäc  tieáp tuyeán cuûa (P)  taïi I, J. Veõ AC,  BD  tieáp xuùc (O) vôùi C, D laø tieáp ñieåm.  Goïi  P = AC 
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 ID,  Q = BD 
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 JC. Chöùng minh PQ vaø AB caét nhau treân IJ 

Baøi toùan 9:  Cho P trong 
[image: image57.wmf]D

ABC. Goïi P1, P2  laàn löôït laø hình chieáu cuûa P  leân AC, BC  vaø Q1, Q2  laàn löôït laø hình chieáu cuûa C leân AP, BP. Goïi P3 laø hình chieáu cuûa P  leân AB. 

Chöùn g minh S thuoäc ñöôøng troøn (P1 P2 P3)

Baøi toùan 10: Cho 
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ABC noäi tieáp ñöôøng troøn  (O) . Laáy C’, A’, B’ laàn löôït thuoäc cung AB, BC, CA. 
[image: image59.wmf]D

A’B’C’ caét 
[image: image60.wmf]D

ABC thaønh 1 luïc giaùc. Chöùng minh caùc ñöôøng cheùo noái 2 ñænh ñoái cuûa luïc giaùc ñoàng quy

Baøi toùan 11:  Cho 
[image: image61.wmf]D

ABC noäi tieáp ñöôøng troøn  (O,R). Ñöôøng troøn (O’,R’) tieáp xuùc trong vôùi (O) taïi T vaø tieáp xuùc vôùi caïnh AB, AC taïi E, F. Chöùng minh taâm ñöôøng troøn noäi tieáp I cuûa 
[image: image62.wmf]D

ABC thuoäc ñoïan EF. 

      6) Môû roäng, phaùt trieån: 

    ÖÙng vôùi 6 ñieåm treân conic, ta coù 60 luïc giaùc khaùc nhau,  phaùt sinh  60 ñöôøng thaúng Pascal khaùc nhau. Trong 60 ñöôøng ñoù, cöù  3 ñöôøng moät ñi qua 20 ñieåm goïi laø ñieåm Steiner, caùc ñieåm naøy laïi cöù  4  ñieåm moät naèm treân 15 ñöôøng thaúng goïi laø ñöôøng thaúng Plucker. Caùc ñöôøng Pascal cöù  3 ñöôøng moät laïi ñoàng quy trong moät taäp goàm 60 ñieåm khaùc goïi laø caùc ñieåm Kirkman. ÖÙng vôùi moãi ñieåm Steiner  coù 3 ñieåm  Kirkman  sao cho  caû 4 ñieåm ñoù ñeàu naèm treân 1 ñöôøng thaúng goïi laø ñöôøng thaúng Cayley . Coù 20 ñöôøng thaúng Cayley nhö theá, trong ñoù cöù  4 ñöôøng moät laïi ñi qua 15 ñieåm  goïi laø caùc ñieåm Salmon …
Vaø cöù theá, truøng truøng  Duyeân khôûi, ñònh lí Pascal môû ra  nhöõng caûnh  giôùi  vieân dung voâ ngaïi.  Sau ñaây laø 3 baøi  aán töôïng, môû roäng vaø phaùt trieån töø ñònh lí Pascal:

     Baøi toùan  Mobius:  Cho moät  (4n + 2) - giaùc noäi tieáp trong moät coânic. Caùc caëp caïnh ñoái dieän  caét nhau taïi 2n + 1 ñieåm. Neáu  2n  ñieåm trong caùc  ñieåm ñoù thaúng haøng thì ñieåm coøn laïi cuõng naèm treân ñöôøng thaúng ñoù
     Ñònh lí Staud: Cho ñöôøng baäc 2 khoâng suy bieán (S) ngoaïi tieáp tam giaùc ABC. Ñöôøng thaúng d baát kì  qua cöïc O cuûa AB ñoái vôùi (S) caét CA, CB taïi M, N. Chöùng minh M vaø N lieân hieäp ñoái vôùi (S) 

     Ñònh lí Freùjer: Neáu f laø pheùp ñoái hôïp khaùc pheùp ñoàng nhaát cuûa conic (S) töùc laøø aùnh xaï xaï aûnh 
[image: image63.wmf]1
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ø thì ñöôøng thaúng noái 2 ñieåm töông öùng qua 1 ñieåm coá ñònh goïi laø ñieåm Freùjer  cuûa  f

 *  Chuù thích:
Coù theå xaây döïng khaùi nieäm aùnh xaï xaï aûnh (chæ duøng kieán thöùc toùan phoå thoâng) nhö sau: 

Pheùp bieán ñoåi tuyeán tính treân maët phaúng laø pheùp bieán hình 1 – 1 bieán ñöôøng thaúng thaønh ñöôøng thaúng. 

Pheùp chieáu xuyeân taâm O töø maët phaúng (ñöôøng thaúng) (P) leân maët phaúng (ñöôøng thaúng) (Q) laø pheùp bieán hình bieán ñieåm A baát kì thuoäc (P) thaønh ñieåm A’ laø giao ñieåm cuûa ñöôøng thaúng OA vôùi (Q) 

AÙnh xaï xaï aûnh cuûa mp (P) leân maët phaúng (Q) laø tích caùc pheùp chieáu xuyeân taâm vaø caùc pheùp bieán ñoåi tuyeán tính 


Bieân soaïn:  Leâ höõu Duõng
Tröôøng THPT chuyeân Leâ Quyù Ñoân
Ñaø naüng 9.2006
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